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INTRODUCTION 

Aunque ya se ha trabajado con un espacio vectorial, el de las matrices 
cuadradas sobre el cuerpo de los reales o los complejos, hasta ahora no se 
ha definido dicha estructura. En este tema introducimos la estructura de 
espacio vectorial, que es la estructura basica del Algebra Lineal. Se trata 
de enriquecer la estructura de grupo abeliano (definida en el capitulo 2) 
con una ley de composicion externa: el producto por escalares. Para 
presentar de una forma intuitiva la nueva estructura, se comienza con los 
ejemplos geometricos de los vectores libres del piano o del espacio 
fisico. Se hace ver entonces al alumno que existen otros objetos 
matematicos, tales como las matrices reales de un cierto orden mxn o los 
polinomios de coeficientes reales de grado no superior a n dado, para los 
cuales tambien es posible la suma y el producto por escalares. Ademas, 
en los tres casos (vectores, matrices y polinomios) dichas operaciones 
comparten las mismas propiedades algebraicas. Surge asi, de manera 
natural, la estructura de espacio vectorial sobre un cuerpo K. 


OBJETIVOS 

• Asimilar el concepto de espacio vectorial y las propiedades mas 
notables que son consecuencia de los axiomas definitorios de la 
estructura. 

• Reforzar el conocimiento de la estructura comprobando que son 
espacios vectoriales reales los conjuntos: M , los polinomios en la 
indetenninada x con coeficientes numeros reales y de grado 
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menor o igual que n, las funciones reales continuas, las matrices 
reales de orden mxn etc. 

• Obtener combinaciones lineales de vectores de un subconjunto 
dado en un espacio vectorial y conocer las propiedades que 
verifican. Decidir si un vector es expresable, o no, como 
combinacion lineal de otros. 

• Conocer la posibilidad de generar un subespacio vectorial a partir 
de un subconjunto cualquiera de vectores de un espacio vectorial. 

• Decidir con soltura si un sistema de vectores es libre o ligado. 

• Determinar con destreza el rango de un conjunto de vectores. 

• Asimilar el concepto de base y dimension para un subespacio y 
para el propio espacio. 

• Decidir sobre la posibilidad de expresar un espacio vectorial 
como suma directa de dos subespacios propios. 

• Manejar los cambios de bases. 

• Vcrificar que un homomorfismo entre espacios vectoriales esta 
determinado con solo conocer las imagenes de los vectores de una 
base. 

• Utilizar la correspondencia entre operaciones con aplicaciones 
lineales y operaciones con matrices. 

• Decidir con soltura si un homomorfismo es inyectivo, 
sobreyectivo o biyectivo. 
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INTRODUCTION TEORICA 
1. Espacios Vectoriales 

Sea K un cuerpo conmutativo con leyes suma y producto a cuyos 
elementos llamaremos escalares. Sea E un conjunto a cuyos elementos 
los llamaremos vectores, denotandolos x, y, etc. 

E es un espacio vectorial sobre el cuerpo K si se verifica: 

Existe una ley de composicion interna en E , para la cual E tiene 
estructura de grupo abeliano (denotaremos esta ley por suma y al 
elemento neutro por el vector 0 ), debiendo por tanto verilicar: 

x + yeE ,\/x,yeE (+ es una ley de composicion interna) 

(x + y\ + z = x + ^y + zj, \/x,v,z<eE (propiedad asociativa) 

x + y = y + x , Vx, y eE (propiedad conmutativa) 

Vx eE^>30eii:x + 0 = x (elOesel elemento neutro). 

Vx e £ => 3 - xe£:x + |-xj = 0 (existencia de elemento opuesto) 

Existe sobre E una ley de composicion externa, cuyo dominio de 
operadores es el cuerpo K , con las siguientes 
propiedades(V/l,// e K, Vx,y e E) : 

(a) Distributiva respecto a la suma de escalares: (2 + //) x = Ax + //x 

(b) Distributiva respecto a la suma de vectores: X (x + yj = Ax + Ay 

(c) Asociativa respecto a los escalares: Ai/ux j = (/L//)x 
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(d) Identidad: 1 • x = \ E = x. 

NOTA: Si no se hace mencion contraria, K sera el cuerpo de los 
numeros reales con las operaciones usuales, suma y producto en los 
numeros reales. 

2. PROPIEDADES DE UN ESPACIO VECTORIAL 

Las principales propiedades de un espacio vectorial son las siguientes: 
\/xeE :0-x=0 

V AeK: A-0 = 0 

Si A-x = 0=> A = 0 6 x=0 

V AeK, Vx € E : [~A)x = -Ax = A^-x'j 

2.1. Sistema de Vectores 

Un sistema de vectores es un conjunto (trabajaremos siempre con un 
numero finito) de vectores, lo representaremos por: S = {xvX 2 ’—’X n }- 

2.2. Combinacion Lineal 

Un vector x gE es una combinacion lineal de los vectores del sistema 
S si existen n escalares A l ,A 2 ,...,A n eK tal que: 

x = A I x 1 +A 2 x 2 +...+A n x n . Los escalares A l ,A 2 ,...,A n son los 
’’coeficientes” de la combinacion lineal. 
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2.3. Sistemas linealmente dependientes o independientes 

Un sistema S = {x v xi ’—’xj c ' c vectores es linealmente independientes, 
si la condicion x = \ x, +A 2 x 2 + ...+ A n x n = 0 , implica necesariamente 
que: A l =A 2 =... = A n =0. 

En caso contrario, el sistema S es linealmente dependiente. 

2.4. Proposicion. 

En un sistema linealmente independiente S la unica posibilidad de 
conseguir una combinacion lineal de vectores de S igualada al vector 0 
es que todos los coeficientes de dicha combinacion deben ser 0, no 
siendo as! si el sistema linealmente dependiente. 

3. Propiedades de los sistemas linealmente dependientes e 

INDEPENDIENTES 

Las principales propiedades de los sistemas linealmente dependientes o 
independientes son las siguientes: 

x ^ 0 => el sistema S = jxj es linealmente independiente. 

Si un sistema S es linealmente independiente, cualquier sistema S 
extraido de el (S c z S) tambien lo es. 

Todo sistema S que contenga al vector 0 es linealmente dependiente 
Si un sistema S es linealmente dependiente, todo sistema S que lo 
contenga (S dS) tambien lo es. 

Si un sistema S es linealmente dependiente, al menos uno de los 
vectores de S es combinacion lineal de los restantes vectores de S. 
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Si un sistema S es linealmente independiente y el sistema S = S u j xj 

es linealmente dependiente, entonces el vector x es combinacion lineal 
de los vectores de S . 

3.1. V(S) 

Si S es un sistema de vectores, (S') denotara el conjunto de vectores 
que son combinacion lineal de vectores de S . 

3.2. Sistemas Equivalentes 

Dos sistemas de vectores S 1 y S 2 son equivalentes si (S',) = (S 2 ). 

Las principals formas para obtener un sistema equivalente a uno dado 
son: 

Anadir al sistema nuevos vectores que sean combinacion lineal de los 
existentes. 

Cambiando el orden de los vectores del sistema. 

Multiplicando cualquier vector por un escalar distinto de 0 . 

Sumando a un vector del sistema otro del mismo multiplicado por 
cualquier escalar. 

4. Subespacios Vectoriales. Operaciones con Subespacios 
4.1. Subespacio vectorial 

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Todo subconjunto V de 
E, que tenga estructura de espacio vectorial con las mismas leyes que 
E, diremos que es un subespacio vectorial de E . 
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4.2. Propiedad 

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea V un subconjunto 
de E , entonces V es un subespacio vectorial de E si y solo si: 

x + yeV, Vx,yeV. 

AxeV, VxeVyVAeK 

Esta propiedad tambien se podria enunciar de la siguiente fonna: 

4.3. Propiedad: 

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea V un subconjunto 
de E , entonces V es un subespacio vectorial de E si y solo si: 

V/t ,fi e K, \/x,y eV : A x + jUyeV 

4.4. Intersection de Subespacios vectoriales 

Dados dos subespacios vectoriales V x y V 2 de E se define su 
interseccion como: 

V\ n F 2 = | x e E / x eV x y x e V 2 1 

El conjunto tj n V 2 es un subespacio vectorial de E . 

4.5. Subespacios Disjuntos 

Dos subespacios vectoriales V x y V 2 son disjuntos si y solo si V, n 



4.6. Suma de subespacios vectoriales 

Dados dos subespacios vectoriales V x y V 2 de E , se define su suma: 
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V 1 + V 2 = jjc e E / x = xi + X 2 , con xi e V l y xi e V 2 J 
V l + V 2 es un subespacio vectorial. 

Si Vj n V 2 = joj , la suma se llama directa y se denota por V x © V 2 . 

Si Fj © V 2 = E, V l y V 2 se llaman subespacios suplementarios. 

4.7. Propiedad 

Si un espacio vectorial E es suma directa de dos subespacios V x y V 2 , 
todo vector de E se puede expresar de forma unica como suma de un 
vector de V ] y otro de V 2 . 

Importante: La union de subespacios vectoriales no es en general 
subespacio vectorial. 

4.8. Sistema generador 

Un sistema S de vectores de V es un sistema generador del subespacio 
vectorial V c= E si (S') = V . 

NOTAS: Las fonnas mas usuales de expresar un subespacio V suelen 
ser: 

Dando un sistema S generador de V, es decir, (S) = V . 

Dando las ecuaciones ’’implicitas” , que equivale a dar restricciones a 
las ’’coordenadas” de los vectores de E para que esten en V . 

Por ejemplo, si L' = M 3 , podemos considerar el subespacio 
V = j(x,y,z) e R 3 / x + y + z = oj 
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Dando las ecuaciones parametricas, que expresan las coordenadas de los 
vectores de V en funcion de parametros que pueden tomar cualquier 
valor de los escalares de K. 


Por ejemplo, si E = M 3 , podemos considerar el subespacio 


r = 


x = A + /3 

(x,v,z)eM 3 / y = A :A,/E 
z = p 


El paso de unas a otras se realiza de forma comoda por medio de la 
teorla de sistemas de ecuaciones lineales que veremos posteriormente. 


5. Bases de un Espacio Vectorial. Dimension 


5.1. Base de un espacio vectorial 

Una base de un espacio vectorial E es cualquier sistema S de vectores 
libres que sean generadores de E . 

5.2. Teorema 

Todo espacio vectorial admite al menos una base 
NOTA: 

Un espacio que admite un sistema finito de generadores se dice que es 
de tipo finito o finitamente generado. 

5.3. Teorema 

En un espacio vectorial de tipo finito todas las bases son finitas y tienen 
el mismo numero de elementos. 
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A1 numero de elementos de una base de un espacio vectorial de tipo 
finito, se le llama dimension del espacio vectorial. 

5.5. Teorema 

Sea V un espacio vectorial de dimension n y B = {vi>V 2 >‘">v b } una 
base suya. Si divido B en dos sistemas de vectores disjuntos 
B = i?j u B 2 , entonces se cumple que (B x } ® (B 2 \ = V. Es decir, los 

subespacios generados por los sistemas B ] y B 2 son suplementarios. 

5.6. Coordenadas de un vector en una base 

Sea B = {e l ,e 2 ,...,e n ] una base del espacio vectorial E y x <e E. Si 
x=x l e i + x 2 e 2 +...+ x n e n se dice que (x 1 ,x 2 ,...,x n ) son las coordenadas 
del vector x en la base B . 

Las coordenadas de un vector respecto de una base son unicas. 

NOTA: Un vector tiene tantas coordenadas como la dimension del 
mayor espacio vectorial al que pertenece. 

En el espacio vectorial real M" la base B = \e l ,e 2 ,...,e n ] con 
el = (10 ... 0), el = (0 1 0 ... 0),..., e/ = (0 0 ... 0 l) la llamaremos 
base canonica. 
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5.7. Rango de un sistema de vectores. 

El rango de un sistema S de vectores es la dimension del subespacio 
(S') engendrado por S. Es decir, es el maximo numero de vectores 
linealmente independientes de S. 

Otro procedimiento para calcular el rango de un sistema de vectores S 
es construir una matriz situando las coordenadas de cada uno de los 
vectores de S en columnas, es decir, si S = {xi,X2,—,x p } , la matriz 
asociada es 


A = \_xi x 2 siendo 



Vi = 1,2,..., p => 


=> dimes')) = rang(S) = rang (A) 


5.8. Base Incompleta 

Sea E un espacio vectorial de dimension n y V un subespacio 
vectorial de E de dimension m. Si B = es una base de V , 

se puede encontrar una base B de E ampliando la de V , es decir: 

— (cp C 2 ’ •••’ Cm’ e m +v e m + 2 ’ •••’ e„l 


6. Relacion entre dimensiones 
Si V es un subespacio vectorial de E , dim(E) < dim(E'). 

Si V = {o}, dirn(E) = 0. 
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Si V ] y V 2 son subespacios vectoriales de V se tiene que: 
dim(F[ + V 2 ) = dim (V,) + dim (V 2 ) - dim ( V x nV 2 ) = 

= Formula de Grassman 

En particular se tiene que si V ] es suma directa con V 2 : 
dim (F, © V 2 j = dim(F[) + dim(F 2 ) 


7. Cambio de base 

Sea E un espacio vectorial de dim(E) = n, sean B = [y V v 2 ’—’V„} Y 

B ={uvuv ■■■>«„} dos bases de E. Supongamos que el vector xeE, 

tiene de coordenadas [x x ,x 2 ,...,x n ] respecto de la base B y tiene unas 

coordenadas [^x x ,x 2 ,...,x n ] respecto de la base B . Vamos a estudiar 

como se pueden obtener las coordenadas de un vector en una base 
conociendo sus coordenadas en la otra base. 

Por ser B base de E, sus elementos son vectores de E , por lo que se 
podran expresar como combinacion lineal de los vectores de la base B : 
u t =a u v, + a 2 \V 2 H a n {v n 


u 2 =a x2 v,+a 22 v 2 + - 


■ + a n2 V n 


u„=a ln v l + a 2n v 2 +- 


■ + a nn V n 


Sabemos que x =x 1 vj +x 2 v 2 + ...+ x H y, y x = xju x + x 2 u 2 +...+ x n u n . Si 
sustituimos los datos conocidos obtenemos que: 

X = AjMj + X 2 U 2 + ...+ X n U n = 
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= xj (a n Vj + a 2X v 2 + • • • + a nl v n ) + % (a x2 v x + a 22 v 2 + • • • + a n2 v n ) + 

+ — + X 'n i a in V l + a 2,yi + • • • + a nn\ ) = 


= *i«i i + x 2 a l2 + • • • + x n a Xn \v x +\x x a 2x + x 2 a 22 + • • • + x n a 2n v 2 + 


+''' + ya nX + x 2 a n2 + • • • + x n a nn v„ = 


= x 1 v 1 +x 2 v 2 +...+ x„v„ 

De todas estas igualdades obtenemos que si igualamos coordenada a 
coordenada, queda la siguiente relacion: 

x x = x x a xx + x 2 a 12 -t— + x n a Xn 

x 2 =x,a 2 ,+x' 2 a,A —l -x'a 2 „ . , , „ , . , „ 

= Ecuaciones del Cambio de Base 


x„ = x,a„, + xm„, H-1- xa„ 

n 1 nl 2 nz n nn J 


Expresando este sistema de forma matricial, quedarla: 
x = P x sEcuacion Matricial del Cambio de Base 



X x 


f ' > 

*1 


'a xx 

a \2 

•• <hn 

X = 

x 9 

,x’ = 

••• kK 

,p= 

a 2 \ 

a 22 

•• “in 




k. 


“ n x 

a n2 • 

• • a 

nn y 


= Matriz Cambio de Base de 


B a B , sus columnas son las coordenadas de los vectores de la base B 
respecto de la base B . 


7.1. Espacio Vectorial Producto 

Sean E y F espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. 

A1 conjunto ExF le dotamos de estructura de espacio vectorial con las 
leyes: 
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(uvUl)+ {vW2) - (ui + Vl’U2 + V2)’ ^Up Vi ^ E, '^U2’V2 ^ ^ 

A,(u,v^j = V/i e K; Vzv e E;\/v e F 

Dicho espacio vectorial se denomina espacio vectorial producto de E y 
F. 

Siendo {e P e 2 ,•••,£>„} una base de E y {m>W 2 >->w m } una base deF, 
la dimension E x F es n + m y una base d q ExF puede ser: 

{(ej, 0), (e 2 ,0),.... (e„, 0), (0, w,), (0, iv 2 (0, w m )} 

8. Aplicaciones Lineales 

8.1. Aplicacion Lineal 

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y 
/ :E - F una aplicacion. 

/ es una aplicacion lineal si verifica: 

/(*+ v) = /(x) + /(y),V x,yeE 

/( Ax j = A /(^j, V/l e F, V x(eE 

8.2. Propiedad 

/ es un homomorfismo o aplicacion lineal si y solo si: 
f^Ax + juy ) = ^/( a ) + ///( y), Vx,y e E 
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8.3. Propiedades de las Aplicaciones Lineales 

Sea f:E - F una aplicacion lineal entre los espacios 

vectoriales E y F , entonces: 

/(o)=o 

Vxe E, f(-x) = - f(x) 

Si V es un espacio vectorial de E , entonces / (V) es un subespacio 
vectorial de F. En particular, /( E ) recibe el nombre de subespacio 
imagen de f. Se suele denotar por Im(f). 

Si S es un sistema de generadores de un subespacio vectorial V de E , 
entonces f(S ) es un sistema de generadores del subespacio vectorial 
/( V ) . Por lo tanto, / es sobreyectiva si y solo si, la imagen de una base 
B de E , f(B), es un sistema generador de F . 

Si V es un subespacio de F , f~\V) es un subespacio de E. 

9. Nomenclatura 

Sea /: E - F un homomorfismo: 

Si E = F , a / se le denomina endomorfismo. 

Si / es inyectivo, se denomina monomorfismo. 

Si / es biyectivo recibe el nombre de isomorfismo 
Un endomorfismo biyectivo se llama automorfismo. 
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9.1. Nucleo 

Se llama nucleo de una aplicacion lineal /, designandose Ker(f) 6 
N (f ), al siguiente subconjunto de E : 

Ker(f) = {xeE / /(x) = oj. 

9.2. Propiedades del Nucleo 

Las principales propiedades del nucleo son las siguientes: 

Ker (/ ) es un subespacio vectorial de E . 

f es un homomorfismo inyectivo si y solo si Ker(f) = joj 

Ker(f) = |o| si y solo si la imagen de cualquier sistema libre de E es 
un sistema libre de F . 

9.3. Propiedad. 

Si la restriccion de / a un subespacio V de E es inyectivo y S es un 
sistema libre de V entonces / ( S ) es un sistema libre del subespacio 

9.4. Rango de una aplicacion lineal 

Una aplicacion lineal queda determinada conociendo las imagenes de 
los vectores de una base de E. 

Si B = {e x ,e 2 ,...,e n ] es una base de E y conocemos 
{/ (e x ),f (e 2 (e n )} , vectores de F , la imagen de cualquier vector x 
de coordenadas (x,,x 2 ,...,x„) en la base B sera: 
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f(x) = f(Z J x i e i ) = Y j x i f(e i ). 

i= 1 i=l 

IMPORT ANTE: Podria parecer que no siempre se expresa el 
homomorfismo por medio de las imagenes de una base, pero dicha 
informacion siempre se puede obtener y esto sera de utilidad para enlazar 
homomorfismos y matrices como veremos a continuacion. 

10. MATRIZ ASOCIADA A UNA APLICACION LINEAL 
Sean E y F dos espacios vectoriales de dimensiones n y m, 
B = {~ ev ~ e2 ,...~e„} una base de E, B f = una base de F . 

n ( 1 ) n ( 2 ) m 

Seax=Y J x i e i , /(x)=^ x t /(e,)= Si: 

i= 1 i=l 7=1 

f(A)= «nWi +a 2l u 2 +...+ a m] u m 

f(e 2 )= a n u\ +a 22 u 2 +...+ a m2 u m 

> , 

f(e n )= «l,«i + a 2^2 +•••+ Vm, 

(1) Por las propiedades de aplicacion lineal. 

(2) Ya que f (x) es un vector de F se podra poner como combinacion 
lineal de la base B F . 

Se tiene que: y = Px, siendo: 



f \ 

X\ 


f A 

yi 


f 

a u 

a \2 ■ 

' a u ' 

X = 

x 2 

II 

1 ^ 

y 2 

, p= 

a 2i 

a 22 • 

• a 2n 


K X n, 


Jn, 


a mX 

a m2 • 

• a 

mn y 


donde: 
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y es la matriz columna que representa las coordenadas de /(x) en la 
base B f \ 

x es la matriz columna que representa las coordenadas de x en la base 
B; 

P es la matriz del homomorfismo en las bases B y B F ( o con 
respecto a las bases B y B f ). 

Las columnas de la matriz A son las coordenadas de los vectores / (e i ) 

, i = 1,2,..., n respecto de la base B v . P es una matriz de orden m x n . 
Fijadas las bases B y B F , la matriz del homomorfismo es unica. 

NOTA: Si utilizamos matrices fila para las componentes de x y de 
/(x), la matriz del homomorfismo seria la traspuesta de la obtenida 
anterionnente. 

11. Operaciones con homomorfismos y sus matrices asociadas. 

Sean E y F dos espacios vectoriales, B una base d e E, B una base 
de F. Sean / y g dos homomorfismos de F en F, siendo sus 

matrices sociadas (respecto a las bases B y B ), A y C 
respectivamente. 

A1 homomorfismo f + g:E - F definido por: 

(/ + s)(*) = /(*) + s(*)> Vxe£, 
le corresponde la matriz A + C. 
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A1 homomorfismo A • f :E - 


F ,(producto escalar), definido 


por: 

(A-f)[x} = A /(x), Vx e E, 


le corresponde la matriz A A . 

Con estas dos operaciones, el conjunto de homomorfismos entre los 
espacios vectoriales E y F , denotado por L(E,F), tiene estructura de 

espacio vectorial, isomorfo al espacio vectorial de las matrices M mxn . 

Por tanto, la dimension del espacio L(E,F ) es m ■ n . 

NOTA: Fijada una matriz AeM mxn , siempre es posible encontrar una 
base B e en E y una base B t en F , respecto de las cuales la matriz 

asociada a la aplicacion linea /: E - F es A . 

Sean E un espacio vectorial de dimension n y B una base de E, F 

un espacio vectorial de dimension m y B F una base de F, y G un 

espacio vectorial de dimension p y B G una base de G . 

Se consideran las aplicaciones lineales siguientes: f:E - 

F, g : F - G y sean A la matriz asociada a /, y C la 

matriz asociada a g , en las bases dadas. Entonces la aplicacion 


compuesta g°f:E- 


G, definida por (g°/)(x) = g /(x) 


tiene corno matriz asociada a C ■ A, en las bases B E y B a . 

Si un homomorfismo /: E - E, de matriz asociada A, tiene 

inverso, la matriz asociada a /: E - E es A~ l . 
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A1 efectuarse cambios de base cn E , en F o en ambos, la matriz del 
homomorfismo queda modificada obteniendose la nueva matriz por 
medio de las formulas del cambio de base. 

Si tenemos una aplicacion lineal / :E - F de matriz asociada 

A respecto a una base B E en E y una base B F en F, veamos como 
queda la matriz asociada a la aplicacion lineal si en E considero una 
nueva base B E y en F una nueva base B h . 

Sea P la matriz cambio de base de B E en B E en el espacio E. 

Sea Q la matriz cambio de base de B F en B F en el espacio F. 

Tenemos entonces el siguiente diagrama: 


A 


E B e ■ 

- > 


pT 

a' 

IQ 

E , . 

Be 

- > 

E 


Se cumple que: A =Q l AP 

Si solo se realizara el cambio de base en el espacio vectorial E , 
tendriamos: 

E b e -» F b f 

pr 

A 

E , _ F 

B e ' B F 

En este caso se cumple que: A = AP 
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Si solo se realizara el cambio de base en el espacio vectorial F , 
tendriamos: 


A 



it i Q 1 


A 



Eneste caso se cumple que: A =Q 1 A. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

1.- Sean en M 4 los vectores 

u = (2,3,2,5), v = (1,-2,4,0), w = (l,l,10/7,m). Calcular el valor de m 
para que w pertenezca al subespacio engendrado por u y v . 

SOLUCION: 

Para que el vector w pertenezca al subespacio generado por u y v es 
necesario que existan dos escalares ay/? que cumplan lo siguiente: 

w = au + fiv = a( 2,3,2,5) + /?(l,-2,4,0) = (2a + /?,3a-2/?,2a + 4/?,5a) 


Es decir, se tiene que dar la siguiente igualdad: 
(1,1,10/7, m) = (2a + /?, 3a - 2[5,2a + 4/?, 5a). 


Sabemos que dos vectores son iguales si coinciden componente a 
componente, de donde obtenemos las siguientes ecuaciones: 


2 a + P 

= 1 

3a-2/3 

= 1 

2a + 4j3 

= 10/7 

5a 

= m 


si multiplicamos la primera ecuacion por 2 y se la 


sumamos a la 2 0 ecuacion, obtenemos que: 7a = 3 => a = — y de aqui 


ya obtenemos, despejando por ejemplo de la 1 0 ecuacion que 


. Solo hemos utilizado las dos primeras ecuaciones, 


veamos que estos valores de a y (3 tambien sastisfacen la 3 “ ecuacion: 
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2. — + 4.— = —, luego, efectivamente, si se cumple. Por ultimo como 
7 7 7 

3 15 

tambien se tiene que cumplir la 4° ecuacion 5.— = /«=> in = —. 

2. - Sea la aplicacion lineal / : M 3 -M dada por 

/(x, v, z) = x-y-2z . Calcular el nucleo de / . 

SOLUCION: 

Ker(f) = {(x,y,z) e M 3 //(x, v,z) = O} = 

= j(x, v, z) e M 3 /x- _y - 2z = oj = j(x, v, z) e M 3 /x = v + 2z| 

= {(v + 2z, v,z)/ y,z ei} = ((1,1,0),(2,0,1)) 

'l 4 3 

3. - Sea / la aplicacion lineal de matriz asociada A = 3 -1 . 

Hallar la dimension de Im(f ) . 

SOLUCION: 

"1 4 3 

Sabemos que dim(//iz(/)) = rang(A) = rang 0 -4 =2. 

v 0 0 y 

4. - En el espacio vectorial M 3 se considera el subespacio 

V = ((1,1, a), (1, a, 1), (a, 1,1)). Razonar para que valores de a se 
tiene que dim(U) = 2. 

SOLUCION: 
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Estudiar la dim(F) es equivalente a estudiar el rango de la matriz cuyas 


columnas son los vectores de V. Sea esta matriz la siguiente: 

f \ 1 a\ 

A = 1 a 1 . Una condicion necesaria, aunque no suficiente para 
a 1 1 , 


que dim V = 2 es que \A\ = 0. Si desarrollamos este determinante 
obtenemos que: \A\ = 0 <=> (a -l) 2 (a + 2) = 0 <=> a = 1 6 a = -2. 

5.- Sean los subespacios de M 4 , K =< vvV 2 ’V 3 > y 

V 2 =< 2y 1 ~vy\> 4 > • El sistema de vectores { Vp V2 , V3 , V4 } es linealmente 

dependiente y Vi. Se pide justificiar la veracidad o falsedad 

(dando los correspondientes contraejemplos) de las siguientes 
afirmaciones: 


a) E, nE 2 = {oj 


b) dim(V l nV 2 ) = 2 

c) dim(V x nK,) = l 

d) V l +V 2 ^ M 4 

SOLUCION: 

a) Falso. 

Si tomamos {v 15 v 2 , v 3 , v 4 } = {(b 0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (1,1,1,0)} 

Es evidente que el vector 2 V| - V3 = (2,0,-1,0), esta tanto en V x (por ser 
combinacion lineal de y l y y 2 ) como en V 2 . 

b) Falso. 
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Si tomamos { y v V2 , V3 , y 4 ) = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (1,0,0,0), (1,0,0,0)} 

V 2 =< 2“ - “ 3 , ~ 4 >=< (1,0,0,0), (1,0,0,0) >=< (1,0,0,0) 

=>Vy nV 2 =< (1,0,0,0) >=> dim(V, nV 2 ) = 1*2. 

c) Falso. 

Si tomamos { y v V2 , V3 , y 4 ] = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0)} 

V 2 =< 2“ -“ 3 ,~ 4 >=< (1,0,0,0),(0,1,0,0) dim(V\ nV 2 ) = 2*1. 

d) Verdadero. 

V\ + V 2 =< Vl , y 2 , y p y 4 , 2 Vl - y 3 , y 4 >=< y p y y y y y 4 > 

dim(V 1 +V 2 )<4 ya que { VpV2 , V3 , V4 } es un conjunto de vectores 
linealmente dependiente, con lo cual V ] +V 2 * K 4 . 

6.- ^Cual de los siguientes subconjuntos de M 3 no es subespacio 
vectorial? 

a) Z, = (xj,x 2 ,x 3 ) e M 3 / 1 2 

[ x 2 =2x 3 

b) L x =|(x 1 ,x„x,)el 3 / Xl * 2 ° 

[ x 2 - x 3 = U 

c) Z 3 = {(4s,s,s) € M 3 / 5 e i?| 

d) L 4 = |(xj,x 2 ,x 3 ) e M 3 / Xj -x 2 = lj 

SOLUCION: 

Para que un subconjunto sea subespacio vectorial debe cumplir que la 
suma de dos elementos de el tambien pertenezca al subconjunto y que al 
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multipliar un elemento de el por un escalar tambien siga perteneciendo al 
subconjunto, es decir: 

i) x + yeL x , V x,yeL x 

ii) kx e L x , V x e L v V k e ffi. 

a) Si es un subespacio vectorial: 



v 2 =2v 3 


=> (x l +y l ,x 2 + y 2 ,x 3 +y 3 )eL x =>x+veZ,. 



=> kx e L, 


b) Si es un subespacio vectorial: 

x x — x 2 = 0 



(xi +Vi)-(x 2 +v 2 ) = 0 

(x 2 +v 2 )-(x, +v 3 ) = 0 



y 2 -y 3 = 0 


=> (x 1 +y 1 ,x 2 +y 2 ,x 3 + y 3 )eL 1 =>x + yeL x . 
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c) Si es un subespacio vectorial: 


i) x, y e L x 


X = (45,5,5) 

y = (4t,t,t) 


=^> x + y = (4(5 + 1), 5 + 1 ,5 + 1) => x + y e L x . 


ii ) xel, =^> x = (45,5,5) =^> kx = (4 ks,ks,ks) => kxe L v 

d) No es subespacio vectorial ya que incumple las dos propiedades ( 
Nota: deja de ser subespacio vectorial desde que incumpla una de ellas). 
Veamos que no cumple la segunda. 

x = (4,3,0) € y sin embargo 5x = (20,15,0) g L x ya que 

20-15 = 5*1. 

7.-Sea la aplicacion lineal g : 1R 3 -M 2 definida por 

g(x,y,z) = (-x + 2y + z,x + z), 

calcular una base de su nucleo. 

SOLUCION: 

Por definicion sabemos que el Ker(g) esta formado por los vectores de 
M 3 cuya imagen mediante g es el vector OgI 2 . Es decir: 

Ker(g) = j(x, y,z)e M 3 / g(x, y, z ) = (0,0)} = 

= |(x,y,z) e M 3 /(-x + 2 y + z,x + z) = (0,0)| = 


= Ux,y,z)&R i l 


-x + 2y + z = 0 
x + z = 0 


= {(x,y,z)eM 3 / x = -z y y = -zj = 

= {(-z,-z,z)eR 3 ,VzeX} = ((- 1,-1,1)) = ((1,1,-1)) 
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8.- Sea la aplicacion lineal /: R 3 -R 3 definida por la 

matriz 


A = 


2 1 - 2 ' 
2 2-3 
2 1 -2 


. Estudiar si se trata de una aplicacion inyectiva, 


sobreyectiva o biyectiva. 
SOLUCION: 


En primer lugar estudiamos el rango de la matriz A que nos dara la 
dimension de la Imagen de /. 



(1 

1 

—2' 

(oper .elemen.) 

(2 

1 -2" 

rang(A) = rang 

2 

2 

-3 

— rang 

0 

2 -2 


12 

1 

-2; 


10 

o 

o 


=> dim(//«(/)) = 2 , para que fuera sobreyectiva tendria que suceder que 
dim(//«(/)) = dim(R 3 ) = 3, es decir, la dimension de Im(f ) tiene que 

coincidir con la del espacio de llegada, R 3 que es 3. Por lo tanto, ya 
podemos concluir que la aplicacion no es sobreyectiva, porque 

dim(7m(/)) = 2 * dim(R 3 ) = 3. 

A1 no ser sobreyectiva, tampoco puede ser biyectiva la aplicacion. 

La dimension del Nucleo de / la podemos obtener de la formula: 


dim(R J ) = dim (Ker(f)) + dim(7/«(/)), 


como la dimension de Im(f ) es 2 y la dimension de R 3 es 3, 
concluimos que dim (Ker(f)) = 1. Este resultado nos indica que / 
tampoco es inyectiva, pues para ello tendria que suceder que 
dim (Ker(f)) = 0 . 
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9.- Dados los subespacios vectoriales de R 3 definidos por 

H = ^(1,1,1),(1,2,1)^ y 5* = |(x,y,z) e M 3 /x = z| calcular la dimension 

de SnH . 

SOLUCION: 

Sabemos que se cumple la siguiente relacion: 
dim(// + S) = dim H + dim S - dim(// nS) 

Tenemos que H esta generado por dos vectores que son linealmente 
independientes, por lo tanto, dim// = 2, por otro lado, se tiene que 

S = {(x, y, z) e M 3 /x = z} — {(x, y, x), Vx, yei?} = ((1,0, l), (0,1,0)), es 

decir, S tambien esta generado por dos vectores linealmente 
independientes, por lo que dim S = 2. 

{*)NOTA : En las ecuaciones de S solo aparecen las coordenadas x y 
z . Un error generalizado entre los alumnos es el pensar , en este caso, 
que la coordenada y = 0. En caso de que eso sucediera vendrla 
especificado como una ecuacion mas de las de S . 

Sabiendo que el subespacio H + S esta generado por los vectores que 
generan a H junto con los vectores que generan a S, entonces se tiene 
que si colocamos esos vectores como columnas de una matriz: 



0 1 

i 

0^ 


(1 

1 

0 0" 

dim (// + S) = rang 

1 2 

0 

1 

— rang 

0 

1 

0 0 


h 1 

1 

°J 


V.0 

0 

0 o y 


Sustituyendo estos datos en la formula de las dimensiones, tenemos que: 
2 = 2 + 2-dim(/Z n S ), es decir: dim(// nS) = 2. 
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10.- Dada la aplicacion lineal /:R 3 -R 2 definida por la 

matriz 


A = 


1 0 
2 1 


nuevas bases 


-r 

b 


, calcular la matriz asociada a / , respecto a las 


B I ={(3,1,0),(-1,U),(0,2,3)} y B 2 = {(l,-l),(-2,3)}. 

SOLUCION: 


La matriz A que define a la aplicacion lineal inicial viene dada respecto 
a las bases canonicas en R 3 y en R 2 , lo que nos estan pidiendo es la 
matriz A asociada a la aplicacion lineal cuando la base tomada en R 3 
sea B j, y la base tomada en R 2 , sea B 2 . 


Es decir, tenemos: /:' 


, y lo que nos estan pidiendo es 


f- 




para llegar hasta este resultado, podemos pasar de 


con la base B, a R con la base canonica B c , mediante la matriz P 
cambio de base de B, a B c . Esta matriz P es la siguiente: 

b -1 0 2 

1 12, por otro lado podemos pasar de R 2 con la base canonica 

v 0 1 3 y 

B c a R 2 con la base B 2 , mediante la matriz Q 1 , siendo Q, la matriz 

f 1 -2^ 


cambio de base deB 2 a B c , Q = 
tenemos lo siguiente: 


v-1 3 y 


. Esquematicamente 
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11.- Si / : R 3 -R 2 es una aplicacion lineal, tal que; 

/(1,-1,2) = (2,1); /(1,0,-2) = (0,1) y /(0,0,l) = (l,0) ^Cual es el 
valor de /(—1,1, —1) ? 

SOLUCION: 

El vector (—1,1,-1) se puede expresar como combinacion lineal de los 
vectores: {(1, -1,2), (l, 0, -2), (0,0, l)}. 

(-1,1, -1) = cr (1,-1,2) + /? (l, 0, -2) + 7 (0,0, l) 

De esta expresion obtenemos el siguiente sistema: 

a + P = -1 
-a = 1 

2a-2p+y = -1 

La solucion de este sistema es a = -1; /? = 0; y = 1. 

Concretamente tenemos que: 

(-l,l,-l) = -(l,-l,2) + 0(l,0,-2) + (0,0,l). 
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( 1 ) 

/(-U-l) =/[-( l,-l,2) + 0(l,0,-2) + (0,0,l)]= 

a) 

= -/(l,-l,2)+0/(l,0,-2)+/(0,0,l)= 

= _ ( 2 , 1 )+ 0 ( 0 , 1 )+ ( 1 , 0 ) = (- 1 ,- 1 ) 


(1) Esta igualdad se cumple por ser / una aplicacion lineal. 

12.- Dada la aplicacion lineal / :R 3 -R 2 definida por la 

matriz 


A = 


(1 


10 

bases: 


2 

1 


0 ^ 

-h 


Calcular la matriz asociada a / en las nuevas 


B x ={(3,0,1),(-1,1,0), (0,2,1)} y B 2 = {(l,0),(2,-l)} . 

SOLUCION: 


La matriz A que define a la aplicacion lineal inicial viene dada respecto 
a las bases canonicas en R 3 y en R 2 , lo que nos estan pidiendo es la 
matriz A asociada a la aplicacion lineal cuando la base tomada en 1R 3 
sea B j, y la base tomada en M 2 , sea B 2 . 

Es decir, tenemos: /: M 3 B _, y lo que nos estan pidiendo es 

A 

f : R 3 ,_R 2 2 , para llegar hasta este resultado, podemos pasar de R 3 

con la base B l a R 3 con la base canonica B c , mediante la matriz P 
cambio de base de B, a B c . Esta matriz P es la siguiente: 
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4 3 -1 0" 

0 12, por otro lado podemos pasar de R 2 con la base canonica 

vi 0 K 

B c a R 2 con la base B 2 , mediante la matriz Q l , siendo Q , la matriz 

fl 2 

cambio de base de B 2 a B c , Q= ^ ^ . Esquematicamente 

tenemos lo siguiente: 


f:R\ ___ R 2 

matriz buscada es 


de aqul concluimos que la 


(3 -1 

, (\ 2 Y 2 0^ f 13 6 

A = Q l AP= 0 12 = 

lo -lJlO 1 -lJ ll -1 -1 

V yv J 1 0 1 V 


13.- Sea /:: 


la aplicacion lineal definida por: 


f(x l ,x 2 ,x i ,x 4 ) = (x 2 +2x 3 +2x 4 ,x t +x 2 +3x 3 +2x 4 ,2x 4 +2x 2 +6x 3 + 4x 4 ). 

Calcular la matriz asociada a / respecto de las bases canonicas. 

SOLUCION: 

La base canonica de R 4 es {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} . 
Veamos cuales son sus imagenes mediante la aplicacion /. 


/(1,0,0,0) = (0,1,2); 

/(0,0,1,0) = (2,3,6); 


/(0,1,0,0) = (1,1,2); 
/( 0 , 0 , 0 , 1 ) = ( 2 , 2 , 4 ) 


por lo tanto, la matriz asociada a / en las bases canonicas es aquella 
cuyas columnas son las imagenes de los vectores de la base: 


A = (/(!, 0,0,0) /(0,1,0,0) /(0,0,1,0) /(0,0,0,1)) = 
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"0 1 2 2 ^ 
113 2 
v 2 2 6 4 y 


14.- Sea / :R 2 -R 2 una aplicacion lineal dellnida como 

/(x, y) = (x + _y, x - y) . Se pide hallar la matriz asociada a / 
respecto de la base B = {(1,2),(3,2)} . 

SOLUCION: 


La matriz asociada a / respecto a las bases canonicas es A = 


fl 

vl 


n 


La matriz cambio de base de B a B es P = 


1 3 


v2 2 y 


. Sabemos que con 


el cambio de base la nueva matriz asociada viene dada por: 

r 9 7 \ 

4 4 

7 9 

4 4 ; 


II 

73 

1 

*0 

II 

f _1 

- ^ 

fl 1 > 

' 1 3^ 

2 

4 


1 

V 2 

1 

4 J 

vl -b 

v2 2 y 


Otra forma de resolverlo: 

f(l,2) = (3,-l) = a(l,2) + j3(3,2)^a = -^ y p = - 

4 4 

/(3,2) = (5,l) = 2(l,2) + //(3,2)=>A = ~ v // = ^ 

4 4 


Es decir: 


/(1,2) = (-|,|) en la base 5' = {(1,2),(3,2)} 
/(3,2) = (-■—) en la base B = {(1,2),(3,2)}. 
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' _9 _ 7 

, 4 4 

Luego: A = 

79 
v 4 4 

15. - Calcular la dimension del nucleo de la aplicacion lineal cuya 
matriz asociada es: 

' 1 -10 3 1 

A= -2 4 4 -3 0 

v 0 2 4 3 2 

SOLUCION: 

Como la matriz ^4 es de orde 3x5 , entonces la aplicacion lineal sera 

/: M 5 -M 3 . Sabemos que: 

dim(/C) = dim (Ker(f)) + dim 
Por otro lado sabemos que: 

(i -io 3 n 

(oper.elem.) 

dim = rang(A) = rang -2 4 4 -3 0 — 

v 0 2 4 3 2 J 

(\ -1 0 3 

( oper.elem .) 

— rang 0 2 4 3 2 =2 

v 0 0 0 0 0 y 

Luego: 5 = dim (Ker(f)) + 2 => dim (Ker(f)) = 3 

16. - Sea un sistema lineal homogeneo de tres ecuaciones con tres 
incognitas en el que la matriz del sistema, A , tiene rango 1 . Los 

vectores ( 1 ,— 1 , 0 ) y ( 0 , 1 , 1 ) son soluciones de este sistema, ^cual de 
los siguientes vectores no es solucion del sistema? 
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a) (0,2,2) b) (1,0,1) c) (2,-1,1) d) (2,-1,0) 

SOLUCION: 

Como el sistema es de tres ecuaciones con tres incognitas y la matriz 
A , cumple que rang (A) = 1 (es decir el sistema puede ser reducido a una 
sola ecuacion por ser las otras dos combinacion lineal de esta) , se tiene 
que el subespacio solucion del sistema (recordamos que la solucion de 
todo sistema homogeneo es un espacio vectorial ) es de dimension 2, 
sabemos que (1,—1,0) y (0,1,1) son vectores del subespacio solucion y 

ademas son linealmente independientes, por lo tanto podemos decir que 
forman una base de dicho subespacio. 

Luego de los vectores que nos dan, el que no sea combinacion lineal de 
{(1,-1,0),(0,1,1)} no sera solucion del sistema. 


a) (0,2,2) = 0 (1, — 1,0) + 2 (0,1,1), por lo tanto (0,2,2) pertenece al 
subespacio solucion. 

b) (1,0,1) = 1 (1,-1,0) + l(0,1,1), por lo tanto (1,0,1) pertenece al 


subespacio solucion. 

c) (2,-1,1) = 2(1,—1,0) +1(0,1,1), por lo tanto (2,-1,1) pertenece al 
subespacio solucion. 

d) No existen a, ft e M : (2,-1,0) = a(l,-l,0) + /?(0,l,l), ya que 


a =2 

tendriamos el siguiente sistema: -a + fi = -1 

P = 0 


de la primera y la 


ultima ecuacion obtenemos que a = 2 y que /? = 0, pero si sustituimos 
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estos valores en la 2“ ecuacion obtenemos que -2 + 0 = -l, lo que 
evidentemente no es cierto, por lo que el sistema es incompatible, ya que 
no existen valores de a y j5 que verifiquen las tres ecuaciones. De 

este resultado deducimos que (2,-1,0) no pertenece al subespacio de las 
soluciones del sistema homogeneo. 

17.- Estudiar para que valores de a y b los vectores 

(3,0, a,-l), (1,1,0,6) y (2,5, b, -4) de R 4 son linealmente 
dependientes. 

SOLUCION: 



18.- Sea / :R 3 -R 2 una aplicacion lineal que verifica: 

/(l,2,1) = (1,1), /(0,1,2) = (1,2), /(0,0,1) = (1,-1). Calcular la 

imagen del vector (5,2,1) . 
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SOLUCION: 

Vamos a calcular cual es la matriz asociada a / respecto de la base 
canonical 


/a 0,0) = /((1,2,1) - 2(0,1,2) + 3(0,0,1)) = 
= /(l, 2,1)-2/(0,1,2)+ 3/(0,0,1) = 

= (1,1) - 2(1,2) + 3(1, -1) = (2, -6) 


/(0,1,0) = / ((0,1,2) - 2(0,0,1)) = 

= /(0,1,2) - 2/(0,0,1) = (1,2) - 2(1, -1) = (-1,4) 


/( 0 , 0 , 1 )= /( 0 , 0 , 1 ) 


Por lo tanto la matriz asociada a / respecto a las bases canonicas es: 

C 2 -1 O 


^ = (/(l,0,0) / (0,1,0) /(0,0,1)) = 
Conocida la matriz sabemos que 

^ 2-11 


f( x ) = Ax => /((5,2,1)) = 


V-6 4 -l y 


-6 4 -1 



( 53 





" 9 " 


2 

= 


J 

1 


v-23 y 


vv 
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' 1 2 

19. - Estudiar si la aplicacion lineal de matriz asociada A = 1 2 

V - 1 0 

es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva. 

SOLUCION: 

Por ser A e M 3x2 (R ) => / : R 2 -R 3 . Se tiene que 

dim = rangA = 2 ^ dim(R 3 ) => / no es sobreyectiva. 

Por la formula: 

dim(R 2 ) = dim (Ker(f)) + dim (//«(/)) => 

=> dim (Ker(f)) = 2- dim(//«(/)) = 2-2 = 0 => 

=>Jfer(/) = {0}=> 

=> / es inyectiva. 

A pesar de ser inyectiva, por no ser sobreyectiva, no podra ser biyectiva. 

20. - Para la aplicacion /: R 4 -R 3 la aplicacion lineal 

definida por: 

/(x l5 x 2 ,x 3 ,x 4 ) = (x 2 + 2x 3 +2x 4 ,Xj +x 2 + 3x 3 + 2x 4 ,2X[ + 2x 2 + 6x 3 +4x 4 ) 

calcular unas ecuaciones del subespacio Im(f) . 

SOLUCION: 

Im(f ) = |y e R 3 Bx e R 4 : /(x) = y} = 

v = (y 1 ,y 2 ,y 3 )eR 3 /3 x = (x p x 2 ,x 3 ,x 4 ) e R 4 : 

(x 2 +2x 3 +2x 4 ,Xj +x 2 +3x 3 +2x 4 ,2xj +2x 2 +6x 3 + 4x 4 ) 

= (Vi, V 2 . A 3 ) 
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(Vi, y 2 , y 3 ) e M 3 /3 (x t , x 2 , x 3 , x 4 ) e 

M 4 : 



x 2 + 2x 3 + 2x 4 = y x 


a) 


Xj+x.,+3x 3 +2x 4 = y 2 




2xj+2x 2 +6x 3 +4x 4 = y 3 




NOTA: La matriz del sistema es A = 


^0 12 2 ^ 
113 2 
v 2 2 6 4y 


Rang (A) = rang 


0 1 2 
1 1 3 


A* = 





lo 

0 

4 0 

1 

2 

2 

y' 

1 

1 

3 

2 

V 2 

v 2 

2 

6 

4 




y la matriz ampliada viene dada por 


rang {A*) = rang 


"0 1 2 
1 1 3 

v 0 0 0 


2 L 2 
0 L3-2v 2y 


El sistema sera compatible cuando rang(A) = rang (A*) = 2 y eso solo 
ocurre cuando y 3 - 2y 2 = 0 por lo que se obtiene que: 


(1) t 3 
={(tt. y 2 > y 3 ) e r 3 /v 3 - 2 y 2 = °} 

21.- Calcular una base para el nucleo de la aplicacion lineal 
/ :M 4 -M 3 definidapor: 

f(x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) = (x 2 +2x 3 + 2x 4 ,x, +x 2 + 3x 3 + 2x 4 ,2x 3 +2x 2 +6x 3 + 4x 4 ) 
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SOLUCION: 


Ker(f) = {(x, ,x 2 ,x 3 , x 4 ) e M 4 // ((x t , x 2 ,x 3 ,x 4 )) = (0,0,0)} = 
(x 1; x 2 ,x 3 ,x 4 ) e M 4 / 

= < (x 2 + 2x 3 + 2x 4 ,x t +x 2 + 3x 3 + 2x 4 ,2x x + 2x 2 + 6x 3 + 4x 4 ) = 

= (0,0,0) 

x 2 + 2x 3 + 2x 4 = 0 

= < (xj,x 2 ,x 3 ,x 4 ) e M 4 / x x +x 2 +3x 3 +2x 4 = 0> = 

2x ] + 2 x 2 + 6x 3 + 4x 4 = 0 


= j(x 1 ,x,,x 3 ,x 4 ) e M 4 / 


x 2 + 2x 3 + 2x 4 


= ((- 1 ,- 2 , 1 , 0 ), ( 0 ,- 2 , 0 , 1 )) = 
= (( 1 , 2 ,- 1 , 0 ),( 0 , 2 , 0 ,- 1 )). 



22.- Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de M 3 : 

L = ((-1,0,2), (0,1,0)) y M = |(x,y,z) e M 3 /x = y). Estudiar cuando 


el vector x = (a,-1,2) pertenece al subespacio LnM . 
SOLUCION: 


Si a = -l 


Entonces x = (-l,-l,2), cumple que como sus dos primeras 
componentes coinciden entonces xeM, veamos si xel. Para ello 
tendriamos que encontrar a, ft e M tal que: 
x = a (-1,0,2) + /? (0,1,0) => 

=> (-1,-1,2) = (-a,0,2a) + (0,/?,0) = (-a,/3,2a) => 
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=> (-1,-1,2) = (-a,(3,2a) => a = 1 y /? =-1, es decir xeZ. 
Obtenemos que xelnM . 


23.- Consideremos la matriz A = 


1 0 0 

1 -1 1 

1 -2 2 


y sea f \ . 


L 3 ->K 3 la 


V “ “7 

aplicacion lineal de matriz asociada A con respecto a las bases 
canonicas. Encontrar una base de Im(f ) 

SOLUCION: 

Sabemos que las columnas de la matriz A nos dan un sistema generador 
de Im(f ), por lo que un sistema generador es 

{(1,1,1),(0,-1,-2),(0,1,2)}, sin embargo en el ejercicio se nos pregunta 
por una base, por lo que a la condicion de ser generador hay que anadirle 
ser linealmente independientes. El vector (0, — 1, —2) = —1(0,1,2), por lo 

que podrla ser extraldo del sistema por ser combinacion lineal de uno de 
ellos. 

Nos quedarlamos con {(1,1,1),(0,1,2)) que sigue siendo sistema 
generador de Im(f ) y ademas es linealmente independiente, ya que los 
unicos a, y que cumplen que: a(l, 1,1) + /?(0,1,2) = (0,0,0) son 

a = 0, y p = 0. Tambien se podrla haber razonado viendo que el rango 

f\ 0^ 


de la matriz 1 1 es dos, por lo tanto los dos vectores que definen sus 

columnas son linealmente independientes. 
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Luego una base de Im(f ) es {(1,1,1),(0,1,2)}. 

24.- Consideremos los elementos del espacio vectorial P 2 , de los 
polinomios reales de grado a lo sumo 2, p(x) = 1, q(x) = l + x, y 
r(x) = 1-x 2 . Razonar la veracidad o falsedad de las afirmaciones 
siguientes: 

a) { p(x),q(x),r(x)} es un sistema linealmente independiente. 

b) El subespacio vectorial de P 2 engendrado por { p(x),q(x),r(x )} 
tiene dimension 2. 

c) El subespacio vectorial engendrado por { p(x),q(x),r(x)} tiene 
dimension 1. 

SOLUCION: 

a) Verdadera. 

Vamos a igualar una combinacion lineal de los tres vectores al 
polinomio 0 = 0 + Ox + Ox 2 . Para que sean linealmente independientes 
los escalares de la combinacion nos tendrian que dar 0. 

? 

Sean a, /?, y el: ap{x) + J3q(x) + yr{x) = 0 ^^a = /3 = y = 0 
Si ap(x) + J3q(x) + yr(x) = 0^>«l + /?(l + x) + f(l-x 2 ) = 0^> 

=> a + j3 + y + J3x- yx 2 = 0 

para que un polinomio sea identicamente nulo, tiene que suceder que los 
cocficientcs que acompanan a las diferentes potencias de la variable sean 
0 y ademas el termino independiente tambien sea 0. 
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a+p+y = 0 

Por lo tanto, obtenemos que: /? = 0 > => y = /? = 0 y 

-y =0 


sustituyendo en la 1 a ecuacion se tiene: a = 0 de aqui obtenemos que el 
sistema { p(x),q(x),r(x)} es linealmente independiente. 

b) Falso. 

Ya hemos visto que los tres vectores son linealmente independientes por 
lo tanto, ellos seran una base del subespacio que generen, y esto conduce 
a que dicho subespacio tendra dimension 3. 

c) Falso. 

El razonamiento es el mismo que en b). 

25.- Si |w,vj y {v,wj son dos sistemas libres en un espacio vectorial 

U , justificar razonadamente si los siguientes apartados son 
verdaderos o falsos: 

a) |w,v,wj es un sistema libre. 

b) |w,v, wj es un sistema ligado. 

c) ju,w,H’j es un sistema libre. 

SOLUCION: 

a) Falso. 

Valga el siguiente contraejemplo: Sea U = R 3 , 



cumple que 
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ambos sistemas son libres, sin embargo, 
{w,v, w} = {(1,0,0),(0,1,0),(2,0,0)} no es un sistema libre, ya que 

w=2u. 

b) Falso. 

Valga el siguiente contraejemplo: Sea U = R 3 , 

{u,v} = {(1,0,0),(0,1,0)} y {v,w} = {(0,1,0),(0,0,1)}, se cumple que 

ambos sistemas son libres y {«,v,w} = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es un 

sistema libre, ya que se trata de la base canonica de K 3 . 

c) Falso. 

Un sistema de la forma {u,u, w\ nunca puede ser libre, porque dos de 

sus vectores son linealmente dependiente u = 1 .u . 

26.- Dados los subespacios vectoriales de M 4 : 

L = ((1,0,2,0),(-1,2,1,1),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) y 

S' = {(x, y,z,t)/x- v = 0 }. Se pide la dimension de L n S . 

SOLUCION: 

Tenemos que S = {(x,y,z,t)/x-y = 0} = {(x,x,z,t)/x,z,/el} = 

= (( 1 , 1 , 0 , 0 ),( 0 , 0 , 1 , 0 ),( 0 , 0 , 0 , 1 )). 

Para calcular dim(Z n S) , lo que vamos a hacer es calcular dim(Z + S ) 
y a continuacion aplicar la formula: 
dim(Z + S) - dim(Z) + dim( < S') - dim(Z n5)=> 
dim(Z nS) = dim(Z) + dim(iS) - dim(Z + S ). 
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dim(L) = Rang 


fl 

-1 

0 

0^ 


fl 

-1 

0 

0" 

0 

2 

0 

0 

= Rang 

0 

2 

0 

0 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

2 

0 

v0 

1 

0 

ij 


lo 

0 

0 

2, 

fl 

0 

of 


fl 

0 

of 




= 4 


dim(S) = Rang 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


= Rang 


0 1 0 
0 0 1 
0 0 0 


= 3 


v/ V v v 

L + S esta generado por los vectores que generan a L junto con los 
vectores que generan a S , por lo tanto: 

L + S = ((1,0,2,0), (-1,2,1,1), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,0,0))=> 

=> dim(X + S) = 


= Rang 


fl 

-1 

0 

0 

0 


fl 

-1 

0 

0 

1 f 

0 

2 

0 

0 

1 

= Rang 

0 

2 

0 

0 

1 

2 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

2 

0 -7 

v0 

1 

0 

1 

0; 


lo 

0 

0 

2 -1, 


= 4 


Sustituyendo estos datos en la formula de las dimensiones, obtenemos 
que: 

dim(ZnS) = 4 + 3-4 = 3 


Otra forma de haberlo razonado es, una vez sabido que dim(L) = 4, 
como L es un subespacio de R 4 , se obtiene que 
L = R 4 ^LnS = R 4 nS = S^ dim (LnS) = dim(S) = 3 
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27. - Sea la aplicacion lineal /: M 3 -M 2 definida por 

f (x, y,z) = (x + y,x-z). Hallar el conjunto imagen de /. 
SOLUCION: 

Sabemos que: 

Im(f ) = {( a,b ) e M 2 /3(x, y,z) e K 3 : f((x,y,z )) = ( a,b )} = 

= {(a,6) e M 2 /3(x,y, z) e M 3 : ((x + y,x-z)) = (a,b) j = 

= j(a,6)eM 2 /3(x,y,z)eM 3 j j = 

= {(x + y,x-z)/x, v,zeM} = 

= ((U), (1,0), (0,-1)) = ((1,0), (0,-1)) = 

= ((l,0),(0,l)) = M 2 

28. - Sea /:R 3 -M. la aplicacion lineal definida por 

f(x, y,z) = 3x-2y + 5z. Encontrar una base del nucleo de / . 
SOLUCION: 

Ker(f) = {(x, v,z)el 3 //((x, v, z)) = O} = 

= j(x, v, z) e M 3 / 3x - 2 v + 5z = 0| = 

= {(x, y,z) e M 3 /x = (2v-5z)/3} = 

= {((2 y - 5z)/3, v, z)el 3 /j,zelj = 

= 0,1,0 j, (-1,0,1)^ = ((2,3,0), (-5,0,3)) 

29. - Sea E un espacio vectorial sobre K de dimension n . Sea / un 
endomorfismo de E y sea M su matriz asociada. Razonar la 
veracidad o no de cada uno de los siguientes apartados: 

a) M es invertible <=> / es inyectivo. 
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b) M nunca es invertible. 

c) A1 ser / un endomorfismo es siempre biyectivo. 

d) M siempre es invertible. 

SOLUCION: 

a) Verdadero. 

i) Veamos que si / es inyectiva => M es invertible. 

Tenemos la formula: 

dim(fi) = dim(/m(/)) + dim (Ker(f)). 

Si / es inyectiva, sabemos que Ker(f) = joj => dim (Ker(f)) = 0, 

sustituyendo este dato en la formula anterior vemos que 
dim(fi) = dim(7/n(/)). Por otro lado, sabemos que 

dim(7m(/)) = rang(M) , luego 

rang(M) = dim(fi) = n, y como M e M nxn (R), se deduce que |M| #0 y 
esta propiedad ya implica que M es invertible. 

ii) Veamos que si M es invertible => / es inyectiva. 

Si M es invertible => |M| ^ 0 , por lo tanto, rang(M) = n, y como 
rang(M ) = dim(//«(/)), obtenemos que dim(//»(/')) = n . Sustituyendo 
este dato en la formula de las dimensiones: 

dim(fs) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)), se llega a que 

n = n + dim (Ker(f)), es decir, 
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dim (Ker(f)) = 0 y el unico subespacio de dimension 0 es el 
subespacio nulo: Ker(f) = joj y esa es la condicion necesaria y 
suficiente para que / sea inyectiva. 

b) Falso. 

Ya hemos visto en a) que cuando / es inyectiva =>M es invertible. 

c) Falso. 

Sea /: R 2 -R 2 definida de la siguiente forma: 

f((x,y)) = (x-y,x-y) 

Veamos que / es un endomorfismo. Para ello solo habria que 
comprobar que es lineal ya que evidentemente es aplicacion. 

f{ccx + py)— a fix) + Pfiy) 

Supongamos que x = (x v x 2 ) e y = (y, ,y 2 ), entonces: 

f(ax + Py) = f{a{x x ,x 2 ) + fi (y,, y 2 )) = / ((ax, + fiy t , ax 2 + py 2 )) = 

= (ax l + py, - (ax 2 + py 2 ), ax, + py, - (ax 2 + py 2 )) = 

= ((ax, -ax 2 ) + (py, - py 2 ), (ax, -ax 2 ) + (py, - py 2 )) = 
= (ax,- ax 2 , ax, - a x 2 ) + (pv, - py 2 , py, - py 2 ) = 

= a(x,-x 2 ,x,-x 2 ) + P(y,-y 2 ,y,-y 2 ) = 

= af(x,,x 2 ) + Pf(y„y 2 ) = a fix) + pf(y) 

Por lo tanto / es un endomorfismo de R 2 . Sin embargo, vamos a 
comprobar que / no es biyectiva. 
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Ker(f) =jxe M 2 //(x) = o} = {(x, y) e M 2 //(x, y) = (0,0)} = 

= {(x,j)gM 2 /(x-j,x-j) = (0,0)} = 

= {(x, y ) e M 2 /x = y} =< (1,1) > 

Hemos obtenido que Ker(f ) ^ joj, por lo que / no es inyectivo, y esto 

significa que no puede ser biyectivo. 
d) Falso. 

En el apartado a) ya hemos demostrado que M solo es invertible 
cuando / sea inyectiva. 

30. - Sean /: V - W y g:W - U, las aplicaciones 

lincalcs con matrices asociadas A y B respectivamente. Calcular 
la matriz asociada a la aplicacion lineal go f '-V —>17 . 

SOLUCION: 

La matriz asociada ago/, sera M , tal que g ° /(x) = Mx 
Ahora bien, sabemos que: 

_ (f(x)=Ax) _ ( g(v)=By ) 

g°f(.x) = g(f(x)) — g(Ax) = B(Ax)=(BA)x 
Luego, la matriz asociada a go f es BA. 

31. - Sea / una aplicacion lineal. Razonar si de los siguientes 
apartados puede haber alguno(s) verdadero(s): 

a) Si /:R 3 -R 5 nunca sera sobreyectiva. 

b) Si /:M 3 -M 3 siempre es biyectiva. 

c) Si /:M 4 -M 3 siempre es inyectiva. 
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d) Si /:R 3 -R 3 nunca sera sobreyectiva. 

SOLUCION: 

a) Verdadero. 

Por la formula de las dimensiones sabemos que: 

dim(R 3 ) = dim(Xer(/)) + dim( //«(/)), si la aplicacion fuera 
sobreyectiva tendrlamos que hn(f) = R 5 , por lo tanto 
dim(/m(/)) = dim(R 5 ) = 5. Luego, la formula de las dimensiones nos 
quedaria como sigue: 3 = dim(Ker(f )) + 5 , de donde se deduce que 
d\m( Ker(f)) = -2 , lo que no puede suceder, ya que la dimension de todo 
espacio vectorial es siempre un numero entero no negativo. 

b) Falso. 

Como contraejemplo utilizaremos la siguiente aplicacion: /: R 3 — R 3 
definida por: /((x, y , z)) = (x, 0,0). 

Veamos en primer lugar que / es una aplicacion lineal. 

/) / es aplicacion: 

z.l) V(x,y,z)eR 3 ,3(x,0,0)el 3 :/((x,y,z)) = (x,0,0), es decir, todo 
elemento de M 3 tiene su imagen en M 3 . 

i.2) Si {x,y,z) = {x ,y’,z), entonces sus componentes coinciden, es 
decir: x = x , y = y , z = z , en particular nos interesa saber que 
x = x , de donde se obtiene que (x, 0,0) = (x , 0,0), es decir, 

/((x, y, z)) = f((x , y , z )). Con este razonamiento lo que se ha visto es 
que cada elemento de R 3 tiene una unica imagen en R 3 . 
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ii ) / es lineal: 

f(ax + /3y) = af(x ) + pf (y) 

Supongamos que x = (x,y,z) e y = (x ,y ,z ), entonces tendrlamos 
que: f(ax + /3y) = f((ax, ay, az ) + (fix , py ,pz)) = 

= /(fax + Px ,ay + Py ,az + Pz)) = (ax + Px ,0,0) = 

= (ax, 0,0) + (Px ,0,0) = a(x, 0,0) + P(x , 0, 0) = 

= af((x,y,z)) + pf((x ,y ,z)) = af(x) + pf(y) 

Veamos que / no es inyectiva 

Sean por ejemplo x = (1,2,3) e y = (1,3,4) evidentemente se tiene que 
x ^ y y sin embargo, /(x) = (1,0,0) = / (y), luego / no es inyectiva. 
Por no ser inyectiva, ya no sera biyectiva. 

c) Falsa. 

De nuevo recurrimos a la formula: 

dim(R 4 ) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) , si / fuera inyectiva, sabemos 
que Ker(f) = joj , es decir, dim (Ker(f)) = 0, y sustituyendo este dato 

en la anterior formula, se obtiene que: dim(M 4 ) = dim(/m(/)), por lo 
tanto: dim(/m(/)) = 4, sin embargo, fin( f) c; M’’ de donde se deduce 
que dim (Im(f)) < dim(R’) = 3 . De este razonamiento se concluye que si 
/ : M 4 -R 3 es una aplicacion lineal, nunca puede ser inyectiva. 

d) Falso. 
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Como contraejemplo nos sirve la aplicacion identidad: i : K 3 -M 3 , 

Vx e M 3 : i(x) = x . Es evidente que es una aplicacion lineal y es 
biyectiva, por lo tanto, en particular sera sobreyectiva. 

32.- Dado un endomorfismo / : M 4 -M 4 definido como 

f(x,y,z,t) = (x-y-t, 2x-y-z-t, x-y-t, z-x), demostrar que 
Ker(f) = Im(f). 

SOLUCION: 

4 1 -1 0 -1 
2 -1 -1 -1 

La matriz asociada a este endomorfismo es A = 

1 - 10-1 
V -1 0 1 0 

Sabemos que A = (fQ l )fQ 2 )fQ 3 )fQ 4 )), y que el conjunto Im(f) 
esta generado por las imagenes de los vectores de la base, es decir, 

Im( f ) =< f ( g| ), /( e2 ), /( e3 ), / (e 4 ) >, luego de este conjunto podemos 
extraer una base de 

4 1 -1 0 -1 

2 -1 -1 -1 
ran go {A) = ran go ^ 10 1 

V -1 0 1 0 

i -i o -r 
0 1-11 

= 2 . 

0 0 0 0 
0 0 0 o y 
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Como fQ i) y fQ 2 ) son linealmente independientes, podemos 
elegirlos como una base de //«(/). 


Nota: Tambien se puede tomar como base {/(e 2 ),/(e 3 )} P ero no 

{/GzX/GJb yaque /G 2 ) = /G 4 )- 


Ker(f) = xe 




/Ax = 0| = < 


(jj,zd)el 4 / 


x-y-t = 0 
2x-y-z-t = 0 
x-y-t =0 
x-z = 0 
x-y-t =0 


(x,_y,z,t) e M 4 / 2x-y-z-t = 0 


x-z = 0 


= (x,yzd)el / 


2x-y-z-t = 0 ) 


x-z = 0 




= (x,y,z,0eR /' 

l x = z j 

= {(z, z - 1, Z, t) / Z,tG R} = 

=< (b b 1,0), (0,-1,0,1) >=< w\, W 2 > 


Para ver que Ker(f ) = Im (/), podemos comprobar que los vectores de 
la base de Im( f ) verifican las ecuaciones del Ker(f ), con lo cual 
tambien sirven como base de Ker(f). 

Otra forma de verlo es juntar las bases de Ker(f ) e /m(./), en una 
matriz Q 4x4 =(wi w 2 f (e 1 ) / (ei) ) y observar que tiene rango 2, lo 
cual nos esta diciendo que wi y W 2 son combinacion lineal de /(e 1 ) y 
/(e 2 ) y viceversa, ambos espacios estarian contenidos el uno en el otro, 
luego son iguales. 
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33.- Dado los subespacios de M 4 , L =< (1,0,0,0), (1,2,1,0) >=< ^^ 2 > 
y M =< (1, a, 1, -2), (0,2,1, -a) >=< v „ v 2 >, estudiar para que valores de 
a se tiene que Z©M = R 4 . 

SOLUCION: 


L®M = W 


Z + M = M 4 I 
LnM={0} J 


dim(L + M) = 4 
dim(L nM) = 0 


Veamos en primer lugar cual es la dimension de Z . 

Un sistema generador suyo es {(1,0,0,0), (1,2,1,0)} , para que este 

sistema sea una base habria que comprobar que los dos vectores son 
linealmente independientes, 0 lo que es equivalente que el rango de 


es 2. Ahora bien, en A se tiene el menor ^0 que es 

0 2 


de orden 2, por lo tanto Rang(A) = 2 , es decir, dim(Z) = 2. 

Veamos ahora cual es la dimension de M . 

Un sistema generador de dicho subespacio es el |(l,a,l,-2),(0,2,l,-o)} 
para que fuera base tendrian que ser linealmente independientes, 0 


equivalentemente, que Rang 


1 0 

a 2 

1 1 


= 2 , ahora bien, esto si se cumple 


-2 -a 
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ya que existe el menor de orden 2 siguiente: 


1 0 
1 1 


0. 


luego, 


dim(M) = 2 . 

Sabemos que: dim(L + M ) = dim{L ) + dim(M) - dim(L n M) 

dim(L + M ) = 2 + 2 - dim(L n M) 
dim(L + M) = 4 - dim(L n M) 

Las dos condiciones de (1) se cumpliran simultaneamente, es decir, 
dim(L + M) = 4 <a dim(L n M) = 0 <» Los vectores que generan a L y 
los vectores que generan a M son linealmente independientes. 

Juntamos las bases de L y M en una matriz A = ( Ut U2 y, y 2 ) y 
cuando tenga rango 4, los vectores Ut y Ul seran linealmente 
independientes con v, y y 2 . 


P 1 1 

0 2a 
A = 

0 1 1 

,0 0 -2 

distinto de cero. 


0^ 

2 


A tendra rango 4, si y solo si su determinante es 


a J 


\A\ = 2a - a 2 ; \A\ = 0 <=> 2a -a 2 = 0 <=> a = 0 6 a = 2. 

34.- Dado los subespacios de M 4 , 

£ =< (-1,2,0,3), (0,1,2,0) >=< „ v u 2 > y 

M = jx e M 4 / x = (a,0,2a,b), a,kM}, calcular inM. 

SOLUCION: 

M = |x e R 4 / x = (a, 0,2a, 6), a, b e R j =< (1,0,2,0), (0,0,0,1) >= 
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-< V i, V 2 > 


Sabemos que: 

dim(L + M) = rango( U] U 2 viv 2 ) = 


= rango 


Ademas tambien sabemos que: 

dim{L + M) = dim(L) + dim(M ) - dim{L n M) 

4= 2 + 2 - dim(L r\M) 

4= 4 - dim(L n M) => 

=> dim(L n M ) = 0 ^LnM = { 0} 


r 1 

0 

1 

n 

r-i 

0 

1 

2 

1 

0 

0 

0 

1 

2 

0 

2 

0 

= rango 

0 

0 

-4 

,3 

0 

0 

o 


0 

0 


35.- Siendo i 7 = {(x, v,z) e M 3 / x-2v + 3z = 0|, ^Con cual de los 
siguientes subespacios se verifica que i 7 © H = M 3 ? 

a) H = j(x, _y, z)el J / x - v + 3z = o| 


3 2x + v + z = 0 


b) //= (i,v,z)eR / _ r 

l v-z=0 J 

c ) H = j(x, v, z) e R 3 / x = 0| 

d) H = {(x, v,z) e R 3 / x = v = z} 

SOLUCION: 

i 7 = j(x, v, z) e R 3 / x-2v + 3z = Oj = |(x, y,z) el 3 /x = 2y-3z] = 

=< (2,1,0), (-3,0,1) > , luego dim(F) = 2, para que A©// = R 3 , H 
tendra que cumplir que: 
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i ) dim{\ R 3 ) = dim(F) + dim(H) <=> 3 = 2 + dim(H ) <=> dim(H) = 1. 
//) ffnF = {0} 

a) Con este H no se cumple, ya que dim(H) = 2. 

H = |(x,y, z) e K 3 / x-y + 3z = oj = |(x,y, z) el ! /x = v-3zj = 
=<(1,1,0),(-3,0,1)> 

b) Con este H tampoco se cumple, ya que: 



=< (-1,U) > 


ahora bien (-1,1,1) eF ya que verifica sus ecuaciones 


( en este caso solo es una), luego H n F + {0} 


c) Este subespacio no es valido porque dim(H) = 2. 


F[ = j(x, v, z) e M 3 / x = o| =< (0,1,0), (0,0,1) > 


d) Este subespacio si lo cumple: 


H = {(x,y,z)eR 3 / x = y = z} 


=< (1,1,1) >=> dim(H) = 1. 


dim(L nf)= dim(L) + dim(F) - dim(L + F) = 

r 2 -3 f 

= 1 + 2 - rango 10 1 = 

v 0 1 1 , 


=3-3=0 
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^HnF = {0} 

36.- Sea /: R 2 -M 3 la aplicacion lineal tal que: 

/(1,2) = (3,-1,5) y /(0,1) = (2,1,-1). 

Si (x, y ) e M 2 , calcular la expresion de / (x, y ) . 

SOLUCION: 

Conocemos la matriz asociada a / respecto de la base 

r 3 2 ^ 

5* = {(1,2), (0,1)}, es A* = -1 1 , y nos la piden respecto de la base 

15 ~K 

B = {( 1,0), (0,1)}. 

Como el (0,1) esta en las dos bases solo nos faltarla cononer la imagen 
del (1,0), escribiremos (1,0) como combinacion lineal de los vectores de 
la base B\ 

(l,0) = a(l,2) + /?(0,l)=> ^ + U=>a = ly /? = -2, portanto 

2a + p = 0J 

/(l, 0) = f[a( 1,2) + m 1)] = /[(l, 2) - 2J3(0, 1)] = 

= /(1,2) - 2/(0,1) = (3, -1,5) - 2(2,1, -1) = (-1, -3,7), 

luego la matriz asociada a / respecto de B es 

r -\ 2' 

A = (/(l, 0), /(0,1)) = 3 1 . 

17 

Otra fonna de haber llegado al mismo resultado es mediante la matriz 
cambio de base. 
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La matriz cambio de base de B* a la base canonica B es P = 

f 1 


1 0 


v2 1, 


la matriz cambio de base de B a B sera por tanto P = 


-2 1 


\B)~ 
x — 




f 


P'x - f(P'x) = A*(p- l x) 


f(P l x ) =A\P l x) = 


' 3 

-1 

2 ^ 

1 

f 1 

0" 

v5 

~b 

v-2 

b 


X = 


' 3 

-1 

2 ^ 

1 

f 1 

0 " 

v5 

~b 

v-2 

b 


f -\ 2 ^ 

3 1 

7 -1 




y) 


X = 


f -x + 2 
-3 x + y 

v lx ~y j 

3 


definidas por: 


37.- Sean las aplicaciones lineales de 

f (x, y, z) = (0, x - 4y, 2x + y - 2z); 
g(x, y, z ) = (3x, x - y, 2x + y + z); h(x, y, z) = (x, y, z) , 


calcular la matriz asociada a la aplicacion [(gog) - h]of en las bases 
canonicas. 

SOLUCION: 


La matriz asociada a / es A = 


0 0 0 

1 -4 0 

2 1 -2 


a g es 
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3 

0 

Of 

fl 

0 

0" 

B = 

1 

-1 

0 y a h es C = 

0 

1 

0 


U 

1 

u 

0 

0 

K 


[(gog)-h]of sera: 

[(B-B)-C]-A = 

73 0 oV3 0 0 ] fl 0 oVIfo 0 0 ^ 

= 1-10 1-10-010 1-40 = 

U 1 lJU 1 lj [o 0 lJJU 1 - 2 , 

"8 0 OYO 0 OWO 0 0" 

= 200 1 -4 0=000 

v 9 0 oJ^2 1 -2) [o 0 O y 

Otra fonna de llegar al mismo resultado es hallar la expresion de la 
funcion [(gog) - h]of : 

[( gog ) - h]of (x) = (gog)of (x) - hof (x) = gogof (x) - hof (x) = 

= gog(0,x-4 y,2x + y-2z) -h (0,x-4 y,2x + y-2z) = 

= g(3.0,0-(x-4v), (x-4v) + (2x+ v-2z))-(0,x-4v,2x + y-2z) = 
= g(0,-x + 4v,3x-3v-2z)-(0,x-4v,2x + y-2z) = 

= (0,x-4y,2x + v-2z)-(0,x-4v,2x+ v-2z) = (0,0,0) 

38.- Sean los siguientes subespacios vectoriales de K 3 : 

L = j(x, y,z) e M 3 / x + 3v-z = 0| y M = |(//,0,3//) e M 3 /// e M| . 

Calcular LrM . 

SOLUCION: 
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L = j(x, v, z) e E 3 / x + 3y - z = 0j = {(x, y, z) e M 3 / x = -3 y + zj = 

= {(-3 v + z, y, z) e I 3 / 7 , z e M} =< (1,0,1), (-3,1,0) >=< U] , J l2 > 

M = |(//, 0,3//) el 3 / pi £ K.| =< (1,0,3) >=< vi > 

Lr\M, son los vectores de M 3 que cumplan tanto las ecuaciones de L 
como de M, es decir, 


LnM 


x - 3 v - z = 0 

< (x, v,z)eK 3 / x - 3z = 0 > 

J = 0 


{( 0 , 0 , 0 )} 


Tambien podlamos haber llegado a la misma conclusion calculando la 
dimension de LnM . Sabemos que L + M esta generado por la union de 
sus bases, luego: 


dim(L + M) = rango( Ul ll2 Vl ) = rango 


f\ 

0 

vl 


-3 P 

1 0 
0 3 y 


= rango 


1 -3 1 
0 1 0 
0 0 2 


= 3. 


Como ademas sabemos que: 

dim(L + M ) = diin(L) + dim(M ) - dim(L n M) 
=> dim(L n M ) = dim(L) + dim{M) - dim{L + M ) : 
=> dim(L n M) = 2 + 1 — 3 = 0^> 


^LnM = { 0 } 
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